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Аннотация. В работе представлены результаты прогнозирования волатильности ин-
дексов российского фондового рынка с помощью существующих и разработанных ав-
торами нечетких асимметричных GARCH-моделей. В этих моделях рассматриваются
различные переключательные функции, учитывающие положительные и отрицатель-
ные шоки, которые строятся с помощью инструментария нечетких чисел. Кроме того,
в некоторых моделях использовались переключательные функции, учитывающие экс-
пертную макроэкономическую информацию. Показано, что нечеткие асимметричные
GARCH-модели обеспечивают большую точность прогнозирования волатильности,
чем аналогичные неразмытые модели.
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1 Введение
Волатильность является одним из ключевых параметров риска в тео-
рии финансов. Поэтому проблема прогнозирования волатильности фон-
дового рынка является одной из центральных задач финансового анали-
за [Wiley 2005]. От точности решения этой проблемы зависит успешность
управления финансовыми рисками, определения цен опционов и т.д.

В рамках гипотезы эффективного рынка для прогнозирования вола-
тильности широко используются модели авторегрессионной условной ге-
тероскедастичности – так называемые ARCH (AutoRegressive Conditional
Heteroscedasticity [Engle 1982]) и GARCH (Generalized ARCH [Bollerslev
1986]) модели. Эти модели имеют многочисленные модификации. Осо-
бенно популярны асимметричные GARCH-модели, которые по-разному
учитывают отрицательные и положительные шоки, что дает более точ-
ный прогноз на асимметричных данных. Таковы, например, Threshold
GARCH – TGARCH [Zakoian 1994], GJR-GARCH [Glosten et al. 1993],
Volatility Switching GARCH – VSGARCH [Fornari & Mele 1996] (см. по-
дробности в [Franke et al. 2015]). Все эти модели зависят от ряда пара-
метров, которые могут быть найдены, например, методом максимального
правдоподобия. Но бывает и так, что какие-то параметры модели явля-
ются нечеткими числами [Klir & Yuan 1995]. Такие модели называют
нечеткими. В частности, существует ряд нечетких моделей авторегрес-
сионной условной гетероскедастичности. Нечеткие модели являются бо-
лее гибкими, они могут быть лучше адаптированы к реальным данным.
Кроме того, сами реальные данные (например, данные фондовой биржи)
могут быть описаны с помощью нечетких чисел.

Помимо этого, в нечетких моделях может быть учтена не только ста-
тистическая информация, как в классическом случае, но и некоторая экс-
пертная информация. Так одной из интересных с этой точки зрения мо-
делей на наш взгляд является нечеткая асимметричная GARCH-модель,
предложенная Хангом в [Hung 2009]. В этой модели, как в любой асим-
метричной модели, по-разному учитываются отрицательные и положи-
тельные шоки с помощью некоторой переключательной функции – ха-
рактеристической функции множества «почти» положительных чисел,
которая «переключает» модель с одних параметров на другие в зави-
симости от величины и знака прошлых шоков относительно некоторого
порога. В модели работы [Hung 2009] этот порог определяется в соответ-
ствии с правилами нечеткого вывода, которые формулируют эксперты.
В качестве правил в [Hung 2009] рассматривались экспертные утвержде-
ния, связывающие изменения индекса NASDAQ и изменением индексов
локальных фондовых рынков в предыдущий момент времени с прогно-
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стическим изменением локальных индексов. Примерами таких правил
являются следующие: {если индекс NASDAQ падает, то вероятность па-
дения локального индекса возрастает}; {если индекс NASDAQ растет,
то вероятность роста локального индекса возрастает} и т.д. Входящие в
эти правила вывода величины «индекс NASDAQ» или «локальный ин-
декс» описываются с помощью так называемых лингвистических пере-
менных [Klir & Yuan 1995], а их поведение «падает», «возрастает» и пр.
– с помощью нечетких множеств, которые задаются параметрическими
функциями принадлежности. Сами правила вывода представляют собой
нечеткие конструкции типа IF-THEN. Настройка параметров функций
принадлежности осуществляется путем нахождения их значений, мини-
мизирующих отклонение исторической волатильности от исторической
ожидаемой волатильности. Интересно, что эта модель позволяет иссле-
довать и обратную задачу – установить, как связана макроэкономиче-
ская информация, представленная в экспертных суждениях, с волатиль-
ностью. Модель Ханга была апробирована на данных азиатских фондо-
вых рынков, где показала свою эффективность. В то же время точность
предсказаний существенно отличалась на разных рынках.

Данное исследование преследовало несколько целей:

1) апробирование предложенной в [Hung 2009] методики прогнозиро-
вания волатильсности на данных российского фондового рынка;

2) разработатка и исследование различных модификаций нечетких
асимметричных GARCH-моделей;

3) сравнительный анализ неразмытых и нечетких асимметричных GARCH-
моделей;

4) исследование влияния некоторой макроэкономической информации
на волатильность.

Оставшаяся часть работы имеет следующую структуру. В разделе 2
описаны неразмытые и нечеткие асимметричные GARCH-модели. В раз-
деле 3 приведены описания других нечетких асимметричных GARCH-
моделей, введенных авторами: а) модели, в которой переключательная
функция является функцией принадлежности s-типа; б) модели, в кото-
рой переключательная функция является характеристической функци-
ей истинности сравнения нечеткого числа-гистограммы, построенной по
предыдущим значениям шоков, и нечеткого порога; в) модели, в которой
переключательная функция представляет собой индекс парного сравне-
ния двух нечетких чисел. В этих моделях уже не принимается во вни-
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мание экспертная макроэкономическая информация, но полнее учитыва-
ются статистические данные. В разделе 4 описана методика определения
параметров нечетких асимметричных моделей. В разделе 5 приведены
основные результаты моделирования. А в разделе 6 сделаны некоторые
выводы из исследования.

2 Неразмытые и нечеткие асимметричные GARCH-
модели

2.1 Классическая GARCH-модель

Рассмотрим простую GARCH(p,q)-модель [Bollerslev 1986], которая за-
дается следующим образом:

𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑐,

𝑢(𝑡) =
√︀
𝜎(𝑡)𝜀(𝑡),

𝜎2(𝑡) = 𝛼0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝑢
2(𝑡− 𝑖) +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽𝜎2(𝑡− 𝑗),

где 𝑦(𝑡) – случайная величина, полученная, например, из фондовой бир-
жи, 𝜀(𝑡) – процесс белого шума с нулевым средним и единичной дис-
персией, 𝜎(𝑡) – условная дисперсия 𝜀(𝑡), а 𝛼0, 𝛼𝑖, 𝛽𝑗 и 𝑐 – неизвестные
параметры, которые нужно оценить. Предполагается, что:

𝛼0 > 0, 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,2, . . . ,𝑞, 𝑞 > 0,

𝛽𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1,2, . . . ,𝑝, 𝑝 > 0,
𝑞∑︁

𝑖=1

𝛼𝑖 +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗 < 1.

Как видно из этого определения GARCH(p,q)-модели, текущая вола-
тильность зависит от трех составляющих: от константы, которая явля-
ется произведением параметра 𝛾 (такого, что для GARCH(1,1)-модели:
𝛾 + 𝛼 + 𝛽 = 1) и долговременной дисперсии 𝑉𝐿, от случайных величин –
"новостей" о волатильности и от прошлых условных волатильностей. Од-
нако, эта модель предполагает одинаковую реакцию на положительные и
отрицательные шоки. Вместе с тем доказано [Engle & Ng 1993], что рынок
реагирует на положительные и отрицательные шоки по-разному. Поэто-
му в дальнейшем получили распространение так называемые асиммет-
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ричные GARCH-модели, которые по-разному учитывают положитель-
ные и отрицательные шоки.

2.2 Асимметричные GARCH-модели

Две пороговые асимметричные модели были независимо предложены в
1991 году Закояном [Zakoian 1994] – обозначают TGARCH, а в 1993 году
Глостеном, Джаганнатаном и Ранклом [Glosten et al. 1993] – обозначают
GJR-GARCH, соответсвенно. Они задаются следующим образом:

𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡) + 𝑐,

𝑢(𝑡) =
√︀

𝜎(𝑡)𝜀(𝑡),

𝜎𝑑(𝑡) = 𝛼0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼
(1)
𝑖 𝑢𝑑(𝑡− 𝑖)𝐼{𝑢(𝑡− 1) > 0}+

+

𝑞∑︁
𝑘=1

𝛼
(2)
𝑖 𝑢𝑑(𝑡− 𝑘)(1 − 𝐼{𝑢(𝑡− 1) > 0}) +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽𝑗𝜎
𝑑(𝑡− 𝑗).

где 𝐼(·) - переключательная функция-индикатор, остальные обозначения
такие же, как и в пункте 2.1. Отличие этих двух моделей только в степени
𝑑: для TGARCH-модели [Zakoian 1994] 𝑑 = 1, для GJR-GARCH-модели
[Glosten et al. 1993] 𝑑 = 2.

Еще одним примером асимметричной GARCH-модели является мо-
дель, предложенная в [Fornari & Mele 1996] – Volatility Switching GARCH
(VSGARCH). Она задается следующим образом:

𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡) + [𝐼{𝑢(𝑡− 1) > 0}𝑐(1) + (1 − 𝐼{𝑢(𝑡− 1) > 0})𝑐(2)],

𝑢(𝑡) =
√︀

𝜎(𝑡)𝜀(𝑡),

𝜎2(𝑡) = 𝐼{𝑢(𝑡− 1) > 0}

[︃
𝛼
(1)
0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼
(1)
𝑖 𝑢2(𝑡− 𝑖) +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽
(1)
𝑗 𝜎2(𝑡− 𝑗)

]︃
+

+ (1 − 𝐼{𝑢(𝑡− 1) > 0})

[︃
𝛼
(2)
0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼
(2)
𝑖 𝑢2(𝑡− 𝑖) +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽
(2)
𝑗 𝜎2(𝑡− 𝑗)

]︃
.

Эта модель похожа на вышеописанные модели за исключением того,
что переключательная функция-индикатор действует на всю формулу
модели.
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2.3 Нечеткие асимметричные GARCH-модели

Одна из интересных на наш взгляд нечетких асимметричных моделей
была предложена в [Hung 2009]:

𝑦(𝑡) = 𝑢(𝑡) + [𝐼(𝑡)𝑐(1) + (1 − 𝐼(𝑡))𝑐(2)],

𝑢(𝑡) =
√︀

𝜎(𝑡)𝜀(𝑡),

𝜎2(𝑡) = 𝐼(𝑡)

[︃
𝛼
(1)
0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼
(1)
𝑖 𝑢2(𝑡− 𝑖) +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽
(1)
𝑗 𝜎2(𝑡− 𝑗)

]︃
+

+ (1 − 𝐼(𝑡))

[︃
𝛼
(2)
0 +

𝑞∑︁
𝑖=1

𝛼
(2)
𝑖 𝑢2(𝑡− 𝑖) +

𝑝∑︁
𝑗=1

𝛽
(2)
𝑗 𝜎2(𝑡− 𝑗)

]︃
,

(1)

где 𝐼(𝑡) – это переключательная функция такая, что:

𝐼(𝑡) =

{︃
1, если 𝑦(𝑡− 𝑑) ≥ 𝑟(𝑡),

0, если 𝑦(𝑡− 𝑑) < 𝑟(𝑡),

где 𝑑 – временной лаг, 𝑟(𝑡) – пороговое значение. Это пороговое значение
рассчитывалось в [Hung 2009] с помощью нечеткой модели, в которой
использовался инструментарий теории нечетких чисел.

Нечеткая GARCH-модель Ханга состоит из 4 компонент: фаззифика-
тора, нечеткой системы правил, механизма нечеткого вывода, дефаззи-
фикатора. Она получает на вход данные (например, данные фондовой
биржи), которые переводятся в нечеткий вид (фаззифицируются). По-
сле этого механизм нечеткого вывода использует систему правил, что-
бы получить некие нечеткие выходные данные. Далее деффазификатор
отображает эти данные в пороговое значение 𝑟(𝑡).

Нечеткие правила, использующиеся в этой системе, строятся по экс-
пертной информации на основе общего макроэкономического анализа
рынка. В нашей работе были использованы два вида правил: простые
и сложные. Простые правила – это правила, учитывающие только один
инструмент, например: {если индекс ММВБ/РТС падает, то вероятность
его падения возрастает}. Сложные правила – это правила, которые ис-
пользуют несколько инструментов, например: {если индекс ММВБ/РТС
падает, курс доллара растет, то вероятность падения индекса ММВБ/РТС
возрастает}.
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3 Модификации асимметричной нечеткой GARCH-
модели

3.1 Асимметричная GARCH-модель с переключатель-
ной функцией принадлежности s-типа

Определим GARCH-модель с переключательной функцией принадлеж-
ности s-типа, как (1), а в качестве характеристической функции возьмем
следующую:

𝐼(𝑡) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1, 𝑡 > 𝑎 + ∆,

𝑡− (𝑎− ∆)

2∆
, 𝑎− ∆ ≤ 𝑡 ≤ 𝑎 + ∆,

0, 𝑡 < 𝑎− ∆,

где 𝑎,∆ – параметры, которые оцениваются вместе с коэффициентами
модели методом максимального правдоподобия. Пример такой функции
приведен на рис. 1.

Отличие данной модели от модели Ханга в том, что здесь характери-
стическая функция может принимать все значения от 0 до 1, а в модели
Ханга – только 0 и 1. Это позволяет придавать некоторые веса для по-
ложительных и отрицательных шоков, а не по-разному реагировать на
них.

3.2 Модель с характеристической функцией сравне-
ния нечеткого числа-гистограммы и нечеткого по-
рога

Для данной модели характеристическая функция определяется как:

𝐼(𝑡) =

{︃
1, 𝑟𝑑(𝑡) ≻ ℎ,

0, иначе,

где 𝑟𝑑(𝑡) – нечеткое число-гистограмма, построенное по 𝑑 последним зна-
чениям 𝑦(𝑡− 1), . . . , 𝑦(𝑡−𝑑), ℎ – нечеткий порог, ≻ – некоторая операция
сравнения нечетких чисел [Wang et al. 2009].

В данной работе в качестве нечеткого порога использовалось симмет-
ричное треугольное нечеткое число [Wang et al. 2009], которое задается с
помощью двух параметров: среднего значения и размаха. Эти параметры
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Рис. 1: Характеристическая функция s-типа (𝑎 = 0.25,∆ = 0.4)

находятся вместе с коэффициентами модели. Сравнение нечеткого поро-
га и нечеткого числа-гистограммы производилось по среднему значению
носителя нечеткого числа – на рис. 2 приведен пример такого сравнения.

3.3 Модель с переключательной функцией индекса
парного сравнения нечетких чисел

В этой модели в качестве переключательной функции будем использо-
вать некоторый индекс парного сравнения нечетких чисел 𝑅 [Wang et al.
2009].

𝐼(𝑡) = 𝑅(𝑟𝑑(𝑡),ℎ),

где 𝑟𝑑(𝑡) и ℎ – нечеткое число-гистограмма и нечеткий порог, опреде-
ленные в предыдущем пункте. В качестве индекса парного сравнения
ниже будем использовать популярный индекс Бааса-Квакернаака [Baas
& Kwakernaak 1977]:
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Рис. 2: Сравнение нечеткого числа-гистограммы и нечеткого порога.

𝑅(𝑟𝑑(𝑡),ℎ) = sup
𝑖≥𝑗

𝑚𝑖𝑛{𝜇𝑟𝑑(𝑡)(𝑖), 𝜇ℎ(𝑗)},

где 𝜇𝑟𝑑(𝑡) и 𝜇ℎ – функции принадлежности нечеткого числа-гистограммы
и нечеткого порога, соответственно.

4 Определение параметров асимметричных
моделей

В данной работе исследовалась волатильность индексов ММВБ и РТС.
Правила для прогнозирования определялись отдельно для каждого ин-
декса. Формально правила были одинаковыми – отличались их коэф-
фициенты в нечеткой системе. Процесс вычисления коэффициентов вы-
глядит следующим образом: берется три правила, имеющих одинаковое
условие, например, {если курс доллара растет, то индекс ММВБ/РТС
упадет/не изменится/вырастет}, после этого для каждого из этих трех
правил находятся коэффициенты, при которых функция правдоподобия

9



принимает наибольшее значение. Далее этот процесс повторяется для
правил с другими условиями. Заметим, что сумма коэффициентов пра-
вил не обязательно равна 1. В таблицах 1 и 2 представены найденные
коэффициенты.

Следующий вопрос – как совместить эти правила? Были использо-
ваны два метода: вычисление среднего у коэффициентов двух правил,
вычисление суммы коэффициентов двух правил. Оказалось, что они да-
ют одинаковые результаты.

Индекс
ММВБ
упадет

Индекс
ММВБ не
изменится

Индекс
ММВБ
вырастет

Курс доллара упал 0 0.3 0.4
Курс доллара не изменился 0 0.2 0.3
Курс доллара вырос 0 0.3 0.4
Индекс ММВБ упал 0 0.3 0.4
Индекс ММВБ не изменился 0 0.2 0.3
Индекс ММВБ вырос 0 0.4 0.7

Таблица 1: Коэффициенты правил для индекса ММВБ.

Индекс
РТС
упадет

Индекс
РТС не
изменится

Индекс
РТС
вырастет

Курс доллара упал 0 0 0.1
Курс доллара не изменился 0 0.1 1
Курс доллара вырос 0 0 0.1
Индекс РТС упал 0 0 0.1
Индекс РТС не изменился 1 0.6 0.3
Индекс РТС вырос 0 0 0.1

Таблица 2: Коэффициенты правил для индекса РТС.

В работе [Hung 2009] также были оценены и функции принадлежно-
сти всех входных (относительные доходности локальных индексов и ин-
декса NASDAQ) и выходных (порогового значения) переменных. Однако,
в нашей работе использовались изначально заданные функции принад-
лежности, представленные на рис. 3 и рис. 4. Они задавались так, чтобы
их "хвосты" пересекались в некоторой окрестности нуля. Различие для
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индекса ММВБ и индекса РТС объясняется тем, что доходности этих
индексов имеют различный разброс. Разброс порогового значения зада-
вался в десять раз меньшим, чем для каждого индекса. После задания
правил и фукций принадлежности были оценены параметры нечеткой
асимметричной модели.
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Рис. 3: Функции принадлежности для шоков индекса ММВБ, курса дол-
лара и порогового значения.
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Рис. 4: Функции принадлежности для шоков индекса РТС, курса долла-
ра и порогового значения.

Кроме этого были апробированы новые модели, которые являются
модификациями GJR-GARCH модели [Glosten et al. 1993]. Их суть в том,
что формула моделей задается так же как у GJR-GARCH модели, но
сами модели используют переключательные функции других моделей:
функцию из работы [Hung 2009], функцию s-типа, функцию сравнения
нечеткого числа-гистограммы и нечеткого порога, функцию индекса пар-
ного сравнения нечетких чисел. В таблице 3 приведены оценки нечеткой
асимметричной GJR-GARCH-модели Ханга для индексов ММВБ и РТС.
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ММВБ РТС
c 8.46E-4 5.60E-4
𝑎0 4.83E-6 4.81E-6
𝑎
(1)
1 2.07E-6 6.21E-7

𝑎
(2)
1 0.061 0.045

b 0.919 0.955

Таблица 3: Оцененные параметры моделей.

5 Результаты тестирования моделей
Тестирование моделей осуществлялось на данных индексов ММВБ и
РТС, курса доллара в период с 1 января 2015 года по 31 декабря 2016
года. Были сопоставлены даты для индексов и курса доллара там, где
были пропуски по какому-либо инструменту. Обучение моделей прохо-
дило на 95% данных, а предсказание осуществлялось на 5 дней вперед.

Для сравнения моделей использовались три вида ошибок: средне-
квадратическая MSFE, средняя абсолютная MAFE и наибольшая за пе-
риод предсказания LAFE. Кроме этого были рассмотрены отношения
ошибок к величине волатильности в определенный день, чтобы понять,
на сколько процентов предсказаная волатильность отличалась от исто-
рической. Эти отношения представлены на рис. 5 для индекса ММВБ и
на рис. 6 для индекса РТС, где под моделью 1 подразумевается асиммет-
ричная GARCH-модель с переключательной функцией принадлежности
s-типа, под моделью 2 – модель с характеристической функцией сравне-
ния нечеткого числа-гистограммы и нечеткого порога, а под моделью 3 –
модель с переключательной функцией индекса парного сравнения нечет-
ких чисел. Все модели тестировались в форме GJR-GARCH-модели.

По этим результатам видно, что процент ошибки очень мал. Более
того, предложенные модели 1 и 2 показывают результаты сравнимые с
нечеткой GJR-GARCH-моделью и в большинстве дней лучшие, чем GJR-
GARCH-модель для индекса РТС и индекса ММВБ, соответственно.

В таблицах 4 и 5 представлены ошибки данных моделей. Можно сде-
лать вывод, что модели 1 и 2 (в форме GJR-GARCH-модели) показали
себя лучше всего на индексах РТС и ММВБ, соответственно. Нечеткая
модель показала также неплохие результаты, но, как отмечалось выше,
для нее не оптимизировались функции принадлежности, а правила были
получены не как информация от экспертов, а путем обучения модели.
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Рис. 5: Отношение ошибок предсказаний к исторической волатильности
для индекса ММВБ.

Рис. 6: Отношение ошибок предсказаний к исторической волатильности
для индекса РТС.
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ММВБ MSFE MAFE LAFE
GJR-GARCH 1.25E-7 3.10E-4 5.37E-4

Fuzzy GJR-GARCH 4.99E-9 5.27E-5 1.11E-4
Модель №1 3.90E-8 1.58E-4 3.47E-4
Модель №2 2.69E-9 4.87E-5 7.42E-5
Модель №3 1.95E-6 1.22E-3 2.14E-3

Таблица 4: Ошибки моделей по предсказанию индекса ММВБ.

РТС MSFE MAFE LAFE
GJR-GARCH 7.20E-7 8.13E-4 1.21E-3

Fuzzy GJR-GARCH 7.35E-7 7.80E-4 1.12E-3
Модель №1 3.84E-7 5.53E-4 8.13E-4
Модель №2 6.03E-7 7.03E-4 9.63E-4
Модель №3 4.70E-7 6.15E-4 8.75E-4

Таблица 5: Ошибки моделей по предсказанию индекса РТС.

6 Заключение
В работе проведен сравнительный анализ неразмытых и нечетких асим-
метричных GARCH-моделей применительно к прогнозированию вола-
тильности российских фондовых индексов. Рассмотрены различные ва-
рианты построения переключательной функции с помощью аппарата
теории нечетких множеств. В некоторых нечетких моделях переключа-
тельная функция строится с учетом агрегирования экспертной макро-
экономической информации. Вместо реальной информации от экспертов
в работе использовалась «псевдоэкспертная» информация, полученная
в результате обучения системы на исторических данных. Результаты те-
стирования моделей на данных индексов ММВБ и РТС показали:

1) практически все рассмотренные нечеткие асимметричные GARCH-
модели обладают лучшей прогностической способностью по срав-
нению с их неразмытыми аналогами;

2) использование экспертной информации не даёт существенного улуч-
шения результата;
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3) прогностическая способность различных нечетких моделей суще-
ственно различна на данных индексов ММВБ и РТС.

В плане дальнейших исследований представляет интерес как опти-
мизация нечетких моделей по всем параметрам, так более полный учет
информации из различных источников (и не только экспертной).
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